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Die Schonheit der Mathematik

Thomas Weth

Der Gedanke, dass sich Schoénheit und Asthetik zumindest teilweise mathematisch
erfassen und beschreiben lassen, mag vielleicht gewdhnungsbedurftig erscheinen,
hat sich aber mittlerweile verbreitet und findet breite Akzeptanz; man denke hier etwa
an messbare Proportionen allgemein als ,schon“ empfundener Gesichter oder
Korper, an Bauwerke, die nach den Proportionen des ,goldenen Schnitts® errichtet
sind und dgl. mehr. Von der Beschreibung von Schénheit durch Mathematik soll aber
im Folgenden nicht die Rede sein. Der Blick soll vielmehr auf die ,Schonheit der
Mathematik® oder noch deutlicher auf die ,Schoénheit in der Mathematik® gerichtet
werden. Denn so seltsam es einem Nichtmathematiker auch erscheinen mag,
beschreiben Mathematiker viele ihrer Theorien, Satze und Beweise mit Adjektiven,
welche man ansonsten eher in kunstlerischen oder musischen Bereichen erwarten
wirde, wie z. B. wenn von der ,Eleganz eines Beweises®, ,Schonheit eines Satzes”
usw. die Rede ist. Einer der berihmtesten Zahlentheoretiker des 20. Jahrhunderts,
G. H. Hardy, erhebt ,Schonheit® sogar zum Kriterium, ob etwas ,gute“ Mathematik
sei, denn seiner Meinung nach mussen ,die Werke des Mathematikers ... schon sein
wie die des Malers oder Dichters; die Ideen missen harmonieren wie die Farben
oder Worte. Schonheit ist die erste Prifung: es gibt keinen Platz in der Welt fur
hassliche Mathematik.®

Wie immer, wenn von Schénheit, Kunst, Asthetik u. a. die Rede ist, gehen aber die
Meinungen daruber auseinander, ob und warum etwas schon, kunstvoll, &sthetisch
ist; eine Wagneroper ist fir den einen hochster Kunstgenuss, dem anderen — so
etwa dem beriihmten amerikanischen Erzahler Mark Twain — bereitet sie fast schon
physische Schmerzen. Twain hatte beim Besuch von Lohengrin in Bayreuth bereits
vor der Pause ,.... soviel durchgemacht, dass all meine Lebensgeister hin waren und
ich nur noch einen einzigen Wunsch besal}, namlich: in Frieden gelassen zu
werden.... Ob [die deutschen Zuhorer] diesen Larm von Natur aus schatzten oder ob
sie durch Gewodhnung gelernt hatten, ihn gern zu haben, wusste ich zu der Zeit
nicht.“ Naturgemafy sind also auch die Meinungen uber die Schénheit in der
Mathematik geteilt, denn ... wie fur so manches gilt auch fur eine mathematische
Theorie: Schonheit lasst sich wahrnehmen, aber nicht erklaren® (Arthur Cayley). Und
die Schonheit der Mathematik wahrnehmen zu kdénnen, scheint ,im Normalfall®
schwieriger zu sein als die Empfindung von Schoénheit in Malerei oder Musik, denn
obwohl ,die Mathematik, recht betrachtet,... nicht nur Wahrheit, sondern auch
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héchste Schénheit [besitzt]”, ist diese ,... eine kalte und strenge Schdénheit gleich
einer Skulptur, ohne Anziehungskraft fur irgendeine unserer schwacheren Seiten,
ohne die prachtigen Anreize der Malerei oder der Musik, aber von erhabener
Reinheit und einer strengen Vollendung, wie sie nur héchste Kunst aufweisen kann*
(Bertrand Russell).

Der Versuch, die der Mathematik innewohnende Schénheit einem breiteren Publikum
mit einfachen Mitteln vor Augen zu fuhren, ist von vornherein zum Scheitern
verurteilt, wenn der Leser seinen oben angedeuteten Sinn fir ,kluge Gedanken®,
,<aberraschende Wendungen®, ... verschlie3t. Vergleichbar ware ein ,sich Sperren®
mit dem Versuch, ein klassisches Konzert zu geniel3en, wahrend man sich die Ohren
zuhailt.

Ohne Anspruch auf Vollstandigkeit sollen nun die folgenden Beispiele spurbar
machen, was mathematisch als ,schén® gilt, wobei der Begriff der mathematischen
»~>chonheit” ausdifferenziert werden soll in ,Eleganz®, ,Ergriffen sein/Staunen®,
,<aberraschend”, wobei die Grenzen zwischen den genannten Kategorien flieRend
sind bzw. die genannten Bereiche sich teilweise Uberdecken.

»Eleganz® in der Mathematik

Eleganz ist gekennzeichnet von herausragender Gestaltung, manchmal Schlichtheit,
zurtickgenommenem kinstlerischem Ausdruck (Minimalismus, Weniger ist mehr,
z. B. wenige, ausgesuchte Farben, wenige klare visuelle Elemente, der

Wahrnehmung angenehme Proportionen) Wikipedia
(,Eleganz®, 23.10.06)

Man stelle sich einen Wettbewerb vor, in dem derjenige siegt, der ein Dreieck mit
groRtmdglicher Innenwinkelsumme zeichnen kann. Ein erster (naiver) Versuch mag
darin bestehen, ein kleines und ein grol3es Dreieck zu zeichnen und zu Uberprifen,
ob die Innenwinkelsumme im kleinen Dreieck wirklich kleiner ist als die des grof3en
Dreiecks.

Erwartung ' Resultat

| |
i / o Summe aller
| 4 i Winkel ist 180°.

| groBes Dreieck - groBe Winkelsumme?

. 3 Summe aller
! A k. M Winkel ist 180°.

| kleines Dreieck - kleine Winkelsumme? |
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Erstaunlicherweise scheinen sich Dreiecke der Alltagserfahrung zu widersetzen: Egal
wie grol3 ein Dreieck wird, die Summe seiner Innenwinkel bleibt anscheinend immer
gleich gro3! Und wie weitere Experimente zeigen: die Groe der Innenwinkelsumme
scheint weder von der Grofe der Dreiecke noch von der Form der Dreiecke
abzuhangen. Im Alltag wirde das in etwa dem Phanomen entsprechen, dass jedes
Auto — unabhangig von der Leistungsstarke des Motors und seiner Ausstattung —
gleich viel kostet.

Im Falle der Dreiecke ist mit den wenigen Beispielen allerdings zwar eine
erstaunliche Vermutung nahe gelegt, aber noch lange kein Nachweis erbracht, dass
bei jedem Dreieck die Innenwinkelsumme konstant ist. Und wahrend uns im Alltag
die Betrachtung von einigen wenigen Beispielen genugt, um ein annahernd
zutreffendes Urteil zu fallen (wenn Bayern Minchen die ersten 8 Liga-Spiele gewinnt,
wird Bayern ,sicherlich® wieder Deutscher Meister), will die Mathematik alle Falle
absichern. Die Mathematik will zweifelsfreie Klarheit flr jeden nur denkbaren Fall:
Egal wie groRR, egal wie klein, egal wie schief, egal wie: die Mathematik will
beweisen, dass die Vermutung stimmt: ,In jedem Dreieck betragt die
Innenwinkelsumme 180°.°

Das Problem ist also gestellt: Fur unendlich viele Mdglichkeiten soll zweifelsfreie
Sicherheit gewonnen werden; ein fir alle mal, unverrickbar, unbezweifelbar,
endgultig.

Erstaunlich ist, dass es der Mathematik gelingt, bei zahllosen derartigen
Problemstellungen eine Lésung zu finden. Und noch erstaunlicher ist, dass viele der
Ideen, mit denen die jeweiligen Problemlésungen gelingen, einfach, einsichtig,
pragnant oder kurz: ,elegant” sind: Im Falle des Innenwinkelproblems gentigen drei
Argumentationsschritte.

1. An einer Geradenkreuzung sind gegentuberliegende Winkel

gleich grol}.

2. Verschiebt man eine Gerade h parallel zu sich selbst, so
andert sich der Schnittwinkel mit einer anderen Geraden nicht.

Mit dieser einsichtigen Erkenntnis gelingt nun der Beweis des Satzes: ,In jedem
Dreieck betragt die Innenwinkelsumme 180°“ mit einer einzigen, geschickt
eingezeichneten Linie. Sofort erkennt man, dass
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3. die gleich markierten Winkel gleich gro3 sind und sich zu
einem gestreckten (also 180°-) Winkel erganzen.

Ergriffen sein von Mathematik

Die bisher beschriebene Eleganz ist nur ein Teil des Konzepts ,Schoénheit".
Minimalismus ist kein notwendiges MUSS, um Schoénheit zu ermdglichen. Man denke
hier an prunkvoll ausgestattete Barockkirchen oder an Werke, die von grof3en
Orchestern gespielt werden. In diesen Fallen erdffnet sich die Schdnheit eher in
Form einer ,Ergriffenheit’, welche einen Luft holen, tiefer atmen, das Herz schneller
schlagen lasst. Ahnliche real kérperliche Reaktionen rufen in manchen Féllen auch
mathematische Resultate hervor. Nicht beim Ergebnis der Aufgabe ,1 + 3 = ?°
sondern — bei entsprechender Sensibilitat — etwa bei folgendem Beispiel:

Seit langem vermutet man von der Kreiszahl © (= 3,141592...), dass sie ,normal ist,
was heildt, dass jede gleichlange endliche Zahlenkombination (etwa 7558 oder 1234)
mit gleicher Wahrscheinlichkeit in den Nachkommastellen von r auftritt. Ein Beispiel
fur eine — nachgewiesenermalien — normale Zahl ist die

Champernowne-Zahl: 0,12345678910111213 ...

Vorausgesetzt, n© sei normal, hat dies Konsequenzen, welche Erstaunen wecken und
ergriffen machen: Eine erste Erkenntnis ist, dass in den Nachkommastellen von = /hr
personliches Geburtsdatum vorkommt. Mit Sicherheit! Denn wenn Sie Ihr
Geburtsdatum (etwa 13.3.82) in eine Zahl (13382) umwandeln, hat diese 5 Ziffern
und kommt mit gleicher Wahrscheinlichkeit in den Nachkommastellen von w vor, wie
jede andere 5-ziffrige Zahl, also wie etwa die ersten 5 Nachkommastellen 14159 (die
mit Sicherheit vorkommen!). Die Suchmaschine http://lwww.pisearch.de.vul liefert,
dass 13382 an der 39277-ten Dezimalstelle in © auftritt bzw. beginnt.
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In der Ausstellung ,Ausgerechnet...” finden Sie folgendes Bild:

Abb. 1: Richard Paul Lohse, Finfzehn systematische Farbreihen mit
vertikaler und horizontaler Verdichtung, 1950-67 (Kat-Nr. 50, Seite 123)

Ein Digitalfoto dieses Bildes in der dargestellten Qualitdt bendtigt einen Speicherplatz
von etwa 10 kB, kann also durch eine Folge von etwa 80 000 Nullen und Einsen
digitalisiert werden (etwa: 11100100010111.... 0010). Mit Sicherheit tritt also diese
endliche ,Zahl“ in den Nachkommastellen von n auf. Irgendwo ,weit hinten®, aber
ganz ganz sicher! Und die Sicherheit, dass n das hier dargestellte Bild ,enthalt®,
bezieht sich auf jedes beliebige Foto bzw. Bild. So ist jedes nur denkbare Foto, sei
es ein Michelangelo, ein Pollock, |hr personliches Passbild oder ein Bild lhres
personlichen ersten Schultags in den Nachkommastellen von © ,enthalten Wer von
dieser ,Allmacht® von © noch nicht ergriffen ist, den mége folgende Uberlegung
Uberzeugen: Stellen Sie sich vor, ein Kameramann hatte seit Ihrer Geburt jeden
Augenblick lhres Lebens gefilmt; jede Sekunde, jeden Atemzug, Tag und Nacht ohne
Pause, bis zu diesem Moment in dem Sie diese Zeilen lesen. |hr Lebensfilm wird —
z. B. fur einen DVD-Player — digitalisiert und liegt damit in einer Folge von Nullen und
Einsen, also einer (zugegebenermalten ,groRen“ aber) endlichen Zahl vor. Und
damit steckt lhr personlicher Lebensfiim in den Nachkommastellen von © Und nicht
nur das; lhr Film kommt in jeder erdenklichen Variante vor: Eine Variante zeigt
original lhr bisheriges Leben und dass Sie im jetzigen Moment die Lektlre dieses
Artikels gelangweilt beenden. In einer anderen Variante zeigt sich original lhr
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bisheriges Leben und dann, dass Sie von diesem Artikel so ergriffen sind, dass Sie
dem Autor 1000 Euro Gberweisen © !

Erstaunt sein iiber Mathematik

Von der Zahl 0,9999... nehmen meinen ,Umfragen" nach min-destens 80 °/o der
Befragten an, sie sei kleiner als 1. Ein Teil ,Schonheit" in der Mathematik resultiert
daraus, dass sie — ahnlich einem Fernrohr — einen Blick hinter den Horizont gewahrt,
der dem Menschen durch seine beschrankten Sinne bzw. durch seinen gesunden
Menschenverstand gesetzt ist. Eine ,schone” — aber falsche — Argumentation, dass
0,9999... eigentlich groRer als 1 sein mlsste, geht auf eine griechische Denkweise
zuruck: denn 0,99999... ist 0,9 + 0,09 + 0,009 + 0,0009 + ... . D. h., es werden
unendlich viele Summanden addiert, das Addieren geht in alle Ewigkeit so weiter.
Was anderes als unendlich viel - so die Denkweise der Griechen - kann dann
resultieren? Mit anderen Worten: 0,9 + 0,09 + 0,009 + 0,0009 + ... = 0,99999... =
unendlich, also sicher gréBer als 1. Trotz der scheinbaren Kraft dieser Argumentation
erweist sich, dass sie falsch ist, denn sie geht zu ,sorglos“ mit dem Begriff
sunendlich® bzw. ,unendlich oft” und ,unendlich viel* um. Die ,genaue® Berechnung
von 0,9999... ergibt trotzdem ein Uberraschendes und damit in diesem Sinne
,Sschones” Ergebnis:

Wie man leicht nachrechnet, gilt:
1

9 = 0,11111 ...

Addiert man auf beiden Seiten noch einmal
1 _

9 =0,11111 ...

erhalt man

2 _

o) =0,22222 ...

Addiert man so weiter erhalt man

3 4

9 - 0,33333 ..., 9 0,44444 ... usw. bis schlief3lich

=0,88888 ... und letztlich: % =0,99999 ...

©| oo

Und an diesem Ergebnis ist nicht zu zweifeln. Allerdings ergibt die linke Seite der
letzten Gleichung den Wert 1, wie elementare Bruchrechnung (Kirzen) zeigt und
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man hat das flur Viele Uberraschende Resultat, das dem gesunden
Menschenverstand so véllig zu widersprechen scheint:

1=92 -0,99999 ...

9

Geniales in der Mathematik

Als schén gelten in der Mathematik nicht zuletzt intelligente Uberlegungen, welche
nicht so ,nahe liegen, als dass man auf sie letztlich durch Flei3 auch selbst kommen
kann, sondern zu denen man ,geniale® Einfélle (vgl. oben etwa den Beweis zur
Innenwinkelsumme im Dreieck) benétigt, also Uberlegungen, die einen genialen
Verstand voraussetzen. Einer dieser Beweise (der bei einer Umfrage unter
Mathematikern zu den Top-Ten der mathematischen Beweise gewahlt wurde) soll
hier (nicht in allen technischen Details) skizziert werden.

Jeder lernt in der Schule, was eine Primzahl ist, namlich eine Zahl, welche genau
durch 2 (verschiedene) Zahlen teilbar ist: durch sich selbst und die Zahl 1. Damit ist
z. B. 3 eine Primzahl, 5 ebenso oder die 101. Keine Primzahlen dagegen sind die 1
(da sie nur einen Teiler — namlich die 1 — hat) oder die 6 (= 3 « 2). Kaum jemand wird
bezweifeln, dass es sehr viele Primzahlen geben mag, vielleicht sogar unendlich
viele. Wie aber kann man sich dessen sicher sein? Wie beweist man zweifelsfrei,
dass es sehr viele — was immer das sein mag — oder sogar unendlich viele
Primzahlen gibt? Die Antwort gibt ein Uber 2000 Jahre alter ,schéner”
Gedankengang zum Satz:

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Zum Beweis nehme man an, es gabe nur endlich viele Primzahlen, also etwa der
Grolde nach geordnet: 2, 3, 5, 7,...., p. Ohne uns mitzuteilen, warum und wozu, teilt
uns Euklid — der Urheber dieses Beweises — dann seine geniale Idee mit: Man
multipliziere alle diese Primzahlen miteinander und addiere schlieRlich noch die 1.
Man erhalt also die Zahl: x = (2357 ... p) + 1.

Somit ist sicherlich 2 kein Teiler von x, denn ansonsten wurde 2 ein Teiler von 1 sein.
Ebenso ist 3 kein Teiler von x, denn ansonsten wirde 3 ein Teiler von 1 sein.

Ebenso ist 5 kein Teiler von x, denn ansonsten wirde 5 ein Teiler von 1 sein, usw.
bis schliellich p kein Teiler von x ist, denn ansonsten wirde p ein Teiler von 1 sein.

Also ist x durch keine einzige Primzahl teilbar. Da x aber durch 1 und sich selbst
teilbar ist, ist x eine Primzahl (oder durch eine Primzahl teilbar), die aber (da sie
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gréler als p ist) nicht in der obigen ,Menge aller Primzahlen“ enthalten ist. Die
Annahme, es gabe nur endlich viele Primzahlen, flhrt also zu einem Widerspruch
und muss dementsprechend falsch sein. Damit ist (durch einen sogenannten
.indirekten“ Beweis) gezeigt: Die Annahme, es gabe endlich viele Primzahlen, ist
falsch. Entsprechend bleibt nur der Schluss: es gibt nicht nur endlich, sondern
unendlich viele Primzahlen. Das wird in dem ,Primzahlenbild 1-9216“ von Suzanne
Daetwyler anschaulich dargestellt (siehe Abb. 2).

Derartige ,trickreiche” aber logisch korrekte Gedankengange lesen sich flr einen
Interessierten wie fir Andere ein logisch gut aufgebauter Kriminalroman; fir den
Interessierten bieten sie einfach einen Genuss und werden als ,schon® empfunden.
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PRIMZAHLENBILD 1-9216

von Suzanne Daetwyler

Definition
Eine natirliche Zahl grofer als 1 heil3t Primzahl, wenn sie nur
durch 1 und sich selbst teilbar ist.
Primzahlenfolge
Die ersten Primzahlen sind

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29,...
Die Zahl 1 wird nicht zu den Primzahlen gezahlt, da sonst einige
Gesetzmaligkeiten Uber Primzahlen nicht gelten wirden bzw.
anders formuliert werden mdissten. Ein Beispiel ist die
sogenannte ,Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung“. Die
Primfaktorzerlegung einer natirlichen Zahl ist bis auf die
Reihenfolge der Faktoren eindeutig. So ist beispielsweise

420 = 22357.
Wiurde man die Zahl 1 bei den Primzahlen zulassen, so gabe es
verschiedene Zerlegungen, z.B.

4=22=212-2112= ...
Primzahlen kénnen als grundlegende Bausteine (Atome) der
nattrlichen Zahlen angesehen werden.
Die grofte Primzahl
Bereits Euklid konnte vor rund 2300 Jahren beweisen, dass es
unendlich viele Primzahlen gibt. Zwar werden heute mit Hilfe von
immer schneller rechnender Computer stets neue Primzahlen
gefunden, eine Formel zur Erzeugung von Primzahlen gibt es
aber bisher nicht.
Anwendungen
Sehr grofde Primzahlen besitzen wichtige Anwendungsfelder bei
Verschlisselungsverfahren und Geheimcodes.

Ulams Spirale

Der polnische Mathematiker Stanislaw
M. Ulam hérte im Herbst 1963 einen
Vortrag, den er spater als ,lang und
sehr  langweilig® beschrieb.  Zur
Ablenkung kritzelte er die natlrlichen
Zahlen im Gegenuhrzeigersinn, bei der
Zahl 1 beginnend, spiralférmig auf ein
kariertes Gitternetz. Als er dann die
Primzahlen markierte, stellte er zum  Stanislaw M. Ulam
eigenen Erstaunen fest, dass sich  (1909-1984)
diagonale Linienmuster  ergaben. Sollte  es etwa
RegelmaRigkeiten in der Verteilung der Primzahlen geben? Seit
dieser Zeit werden immer wieder Variationen der sog. ,Ulam-

Spirale” untersucht, wenn es um Verteilungen von Primzahlen geht. Bekannt wurde S. M. Ulam durch
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sein Mitwirken an Optimierungsverfahren fir Nuklearwaffen und die Entwicklung der Monte-Carlo-
Methode.

Abb. 2: Die Tafel ,Primzahlenbild 1-9216 von Suzanne Daetwyler® wurde nach einer Konzeption
von Prof. H.G. Weigand entworfen und im Layout von Jan Wérler umgesetzt.

Schlussempfehlung

Sollte auch nur ein einziges der oben genannten Beispiele beim Leser Interesse
gefunden haben, ihm die Genugtuung verschafft haben, etwas verstanden, erkannt,
Uber seinen bisherigen Horizont hinausgeblickt zu haben, so mag ich den Versuch,
die Faszination, die Schonheit der Mathematik darzustellen, bereits als gelungen
bezeichnen. Es mag aber sein, dass keines der oben genannten Beispiele den ein
oder anderen Leser erreicht hat — sei es, weil er sie fir banal oder einfach nur
uninteressant fand. Dass es also nicht gelungen ist, etwas von der Schonheit
einfacher aber intelligenter, eleganter, tiberraschender Gedanken und Uberlegungen
.,suber* zu bringen. Fur diejenigen sei mir abschlieRend der folgende
(augenzwinkernd gegebene) Vergleich gestattet: Stellen Sie sich vor, Sie seien vor
die Aufgabe gestellt, einem breiten Publikum die Schdnheit der bildenden Kiinste
alleine mit Hilfe von Kinderzeichnungen darstellen zu missen. Sicherlich werden Sie
mit von Kindern erstellten Bildern und Werken bereits den ein oder anderen Zuhorer
erreichen. Allerdings ,brennt es in lhnen, ,mehr” bieten zu durfen, Bilder ,wirklich®
grolRer Maler zu prasentieren, Uber deren Maltechniken und kompositorischen
Prinzipien zu referieren, um lhr Publikum zu Uberzeugen.

Egal ob Sie nun zu Ersteren oder Zweiteren gehéren mogen; in jedem Fall wird die
Lektire von ,Erfahrung Mathematik® (von Davis und Hersh) eine intellektuell
bereichernde, ,schone“ Lektlre sein: fur Erstere, da sie bereits ein Gespur fur
mathematische Schdnheit entwickelt haben und fur Zweitere, weil sie beim Lesen die
Schénheit der Mathematik nicht ,via Kinderbilder, sondern an Hand ,richtiger®
Mathematik vermittelt bekommen.
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